PHẦN 1: MỞ ĐẦU

THÔNG TIN CHUNG VỀ SÁNG KIẾN
1. Tên sáng kiến: “Phương pháp chứng minh bất đẳng thức”
2.  Lĩnh vực áp dụng sáng kiến: Môn Toán lớp 8, 9.

3. Tác giả: 

Họ và tên: Phan Hồng Quang                        Nam 

Ngày/ tháng/ năm sinh: 11/4/1974

Trình độ chuyên môn: Đại học Toán

Chức vụ, đơn vị công tác: Phó hiệu trưởng- Trường THCS Đại Đồng
Điện thoại: 0974984635
4.  Đơn vị áp dụng sáng kiến lần đầu: Trường THCS Đại Đồng
5.  Các điều kiện cần thiết để áp dụng sáng kiến:

      Học sinh khối 8, 9 có trình độ khá, giỏi

      Học sinh lớp 9 ôn thi vào cấp 3

      Giáo viên phải đầu tư nhiều thời gian để nghiên cứu 

6. Thời gian áp dụng sáng kiến lần đầu: Năm học: 2014- 2015
	HỌ TÊN TÁC GIẢ (KÝ TÊN)

          Phan Hồng Quang
	XÁC NHẬN CỦA CƠ QUAN ĐƠN VỊ ÁP DỤNG SÁNG KIẾN



 

TÓM TẮT SÁNG KIẾN
        Sáng kiến: “Phương pháp chứng minh bất đẳng thức” là một trong những chuyên đề tôi nghiên cứu để phục vụ công tác bồi dưỡng học sinh khá, giỏi và  học sinh ôn thi vào cấp 3.

        Chuyên đề này nhằm trang bị cho học sinh hệ thống kiến thức về phương pháp chứng minh bất đẳng thức, giúp nâng cao năng lực học tập môn Toán, tiếp thu bài một cách chủ động sáng tạo. Đồng thời giải đáp được những thắc mắc, sữa chữa được những sai lầm hay gặp khi chứng minh bất đẳng thức
        Trong chuyên đề này tôi đã tổng hợp lại định nghĩa, các tính chất của bất đẳng thức  mà học sinh đã được học và cung cấp thêm một số tính chất nâng cao.

        Tiếp theo tôi hệ thống lại các phương pháp dùng để chứng minh bất đẳng thức (gồm 11 phương pháp), mỗi phương pháp tôi đều nêu cách làm chung sau đó đưa ra các ví dụ cụ thể và nêu các bài tập tương tự để học sinh vận dụng

        Ngoài ra tôi còn đưa ra một sồ bài tập tổng hợp, yêu cầu học sinh tự lựa chọn phương pháp chứng minh, đòi hỏi tính sáng tạo, giúp học sinh phát triển tư duy lô gíc.

       Với những lí do trên, tôi xin mạnh dạn trao đổi một vài kinh nghiệm về nội dung:“Phương pháp chứng minh bất đẳng thức” của bộ môn Toán.

PHẦN 2: NỘI DUNG

1. Cơ sở lý luận: 

       Toán học là môn học có ứng dụng trong hầu hết trong tất cả các ngành khoa học tự nhiên cũng như trong các lĩnh vực khác của đời sống xã hội.Trong toán học, bất kỳ nội dung gì cũng không có một khuôn mẫu cứng nhắc và đơn điệu, vì phương pháp dạy học là một nghệ thuật sáng tạo, không có phương pháp duy nhất. 
       Một điểm đổi mới trong phương pháp dạy học hiện nay luôn coi trọng việc lấy học sinh làm trung tâm, người thầy chỉ đóng vai trò là người giúp các em đi đúng hướng, giúp các em tiếp thu kiến thức một cách chủ động, sáng tạo. Chính vì vậy, ở môn Toán việc phát triển trí thông minh cho các em là hết sức cần thiết.

Phấn đấu để dạy tốt các môn học nói chung và môn Toán nói riêng là nguyện vọng tha thiết của đội ngũ giáo viên THCS. Như chúng ta đã biết, toán học là khoa học suy diễn trừu tượng nhưng toán học THCS lại mang tính trực quan, cụ thể bởi vì mục tiêu của môn Toán ở trung học cơ sở là hình thành những kiến thức toán học ban đầu và rèn luyện kĩ năng toán cho học sinh, tạo cơ sở phát triển tư duy và phương pháp cho học sinh sau này nghiên cứu sâu, rộng hơn. Một mặt khác toán học còn có tính thực tiễn. Các kiến thức toán học đều bắt nguồn từ cuộc sống. Mỗi kiến thức toán học là khái quát từ nhiều tình huống trong cuộc sống. Dạy học toán ở trung học cơ sở là  hoàn thiện những gì vốn có trong học sinh, cho học sinh làm và ghi nhớ lại một cách chính xác các kiến thức toán học bằng ngôn ngữ và các kí hiệu toán học. Mỗi tiết học là dịp để học sinh hình thành những kiến thức và kĩ năng mới, vận dụng một cách sáng tạo nhất, thông minh nhất trong việc học toán sau này. Chính vì vậy, người giáo viên cần biết phát huy tính tích cực, trí thông minh của học sinh thông qua giờ học toán.

        Trong chương trình toán ở trường trung học cơ sở, đối với học sinh lớp 8 và lớp 9 việc chứng minh bất đẳng thức là một vấn đề có thể nói là phức tạp nhất, nó rèn cho người làm toán trí thông minh, sự sáng tạo, ngoài ra cần có cả sự khéo léo, mỗi kết quả của nó là một công cụ sắc bén của toán học. Nhưng để chứng minh bất đẳng thức thì không đơn giản chút nào, nhất là đối với học sinh, thậm chí đối với cả học sinh khá, giỏi các em tỏ ra lúng túng khi chọn cho mình một công cụ để chứng minh hiệu quả nhất.

        Trong việc đào tạo và bồi dưỡng nhân tài toán học, việc dạy và học theo các chuyên đề toán đi sâu là một việc làm rất quan trọng. 

        Xuất phát từ lý luận và thực tiễn trên, để góp phần vào việc “ Phát triển tư duy khoa học” và “tăng cường ở các em ý thức, năng lực vận dụng một cách thông minh những điều đã học” cho học sinh trong giai đoạn hiện nay, và qua thực tiễn kiểm tra và giảng dạy học sinh ở trường , tôi nhận thấy việc hình thành những kiến thức và kĩ năng mới trong “Phương pháp chứng minh bất đẳng thức”, vận dụng một cách sáng tạo nhất, thông minh nhất trong việc dạy và học toán là một nhiệm vụ hết sức quan trọng của người giáo viên. Đó là lý do tại sao tôi chọn đề tài này.

2. Thực trạng trước khi thực hiện chuyên đề

2.1: Những thuận lợi và khó khăn
2.1.1: Thuận lợi
       Thực tế bài tập về chứng minh bất đẳng thức rất đa dạng, phong phú và là  dạng toán hay, khả năng tư duy sáng tạo của người học được phát triển mạnh.
      Cơ sở vật chất trang thiết bị, tài liệu tham khảo, đặc biệt là phòng  máy của nhà trường tương đối chu đáo và đầy đủ, giáo viên có điều kiện ứng dụng công nghệ thông tin trình chiếu những cách giải hay, những cách giải khác nhau, giúp học sinh có thể cập nhật được nội dung kiến thức một cách phong phú, đa dạng để công việc học tập của học sinh đạt được hiệu quả cao
      Trong những năm gần đây Phòng giáo dục thường xuyên tổ chức các lớp chuyên đề, các cuộc hội thảo chuyên đề, giáo viên có điều kiện trao đổi, học hỏi, nâng cao trình độ chuyên môn nghiệp vụ.
2.1.2: Khó khăn
       Đa số học sinh sợ và ngại học toán, nhiều em còn lười làm bài tập, không chịu đào sâu suy nghĩ, các em chỉ cố gắng giải hết các bài tập đơn 
giản mà thầy giao cho mang tính bắt buộc và hời hợt, khi gặp phải một bài toán khó các em bỡ ngỡ và lúng túng không biết cách giải nên đành cho qua.

       Bài tập trong sách giáo khoa, sách bài tập còn đơn giản, chưa sâu, chưa đáp ứng đầy đủ yêu cầu của dạng toán này, tuy nhiên học sinh cũng chưa hệ thống được phương pháp giải.

      Việc rèn luyện tư duy toán học không phải chỉ qua những bài toán đơn giản dễ nhận biết mà còn phải rèn luyện qua những bài toán khó để thấy được cái hay, cái sáng tạo, thông minh trong toán học, từ đó có tình cảm với bộ môn, yêu thích môn Toán hơn.

       Khi dạy phần này, nhất là đối với học sinh khá, giỏi đòi hỏi giáo viên phải tự biên soạn, sưu tầm, lựa chọn, vì thế mà nội dung giảng dạy chưa thống nhất.
2.2: Những giải pháp cũ thường thực hiện

     Khi giảng dạy về chuyên đề này tôi thấy giáo viên bộ môn đã sử dụng kết hợp nhiều phương pháp:
  + Phương pháp giảng giải

  + Phương pháp vấn đáp

  + Phương pháp hoạt động nhóm

  + Phương pháp đặt và giải quyết vấn đề

      Những phương pháp trên mặc dù đã được giáo viên đưa vào giảng dạy, tuy nhiên ở một số thầy cô việc áp dụng chưa thật linh hoạt, giáo viên vẫn là trung tâm mà chưa chú ý đến người học. Học sinh tiếp thu bài thụ động, chưa tích cực tham gia khám phá kiến thức mà chỉ chép bài theo hướng dẫn của giáo viên. Nhiều em học sinh tâm sự rằng dạng bài chứng minh bất đẳng thức khó quá, làm bài tập không biết bắt đầu từ đâu và dựa vào yếu tố nào, khi học cảm thấy chán vì khó hiểu. Chính vì vậy mà học sinh không thích thú, chất lượng khảo sát về nội dung  này đầu học 
kỳ 2 năm học: 2014- 205 như sau:
	LỚP
	SĨ SỐ
	GIỎI
	KHÁ
	TRUNG BÌNH
	YẾU, KÉM

	
	
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%

	9A
	30
	3
	10%
	8
	26,7%
	8
	26,7%
	11
	36,6%

	9B
	33
	2
	6,1%
	7
	21,2%
	10
	30,3%
	14
	42,4%


      Kết quả khảo sát trên cho thấy chất lượng giáo dục môn Toán nói chung  và nội dung về toán chứng minh bất đẳng thức nói riêng chưa đạt yêu cầu, mục tiêu của chương trình giáo dục. Vì vậy tôi mạnh dạn đưa ra: “Phương pháp chứng minh bất đẳng thức”.
3. Giải pháp thực hiện 
       Để đạt được kết quả tốt người thầy phải có sự chuẩn bị chu đáo cho mỗi bài tập, các bài tập đưa ra cho học sinh cần được chọn lọc, bài dễ chuẩn bị cho bài khó, bài trước gợi ý cho bài sau. Đặc biệt cần cung cấp thêm cho học sinh một số kiến thức cơ bản ( Định nghĩa, tính chất, phương pháp chứng minh,…)  
       Sự gợi ý của người thầy là rất cần thiết, tuy nhiên sự gợi ý phải từ dễ đến khó và phù hợp, tránh gợi ý nhiều quá mất tính sáng tạo của học sinh.

       Sau đây tôi xin trình bày một số kinh nghiệm dạy học sinh giải các bài toán chứng minh bất đẳng thức mà tôi tích lũy được trong quá trình giảng dạy, bồi dưỡng học sinh giỏi toán lớp 8, 9 và ôn thi vào cấp 3.
3.1. Một số vấn đề lý thuyết: 

3.1.1. Định nghĩa:

*) Các hệ thức 
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*) 
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3.1.2. Các tính chất của bất đẳng thức:

*) Tính chất 1 (Cùng cộng): 
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Chú ý: Tính chất này là cơ sở của việc chuyển vế đổi dấu số hạng trong bất 
đẳng thức: 
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*) Tính chất 2 (Tính chất bắc cầu): 
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*) Tính chất 3 (Cùng nhân): 
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*) Tính chất 4 (Cộng vế với vế của hai bất đẳng thức cùng chiều):
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*) Tính chất 5 (Trừ vế cho vế của hai bất đẳng thức ngược chiều):
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*) Tính chất 6 (Nhân vế với vế của hai bất đẳng thức cùng chiều):
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*) Tính chất 7 (Nâng lên lũy thừa nguyên dương  hai vế của bất đẳng thức):
+) Đối với phép lũy thừa bậc chẵn:
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*) Tính chất 8 (Khai căn hai vế):
+) Đối với phép khai căn bậc chẵn:
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 ( Khai phương của hai vế không âm )

 Tổng quát: 
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+) Đối với phép khai căn bậc lẻ:
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*) Tính chất 9 (Chia vế cho vế của hai bất đẳng thức ngược chiều):
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*) Tính chất 10 (So sánh hai lũy thừa cùng cơ số với số mũ nguyên dương):
 Cho 
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*) Tính chất 11 (Lấy nghịch đảo hai vế và đổi chiều bất đẳng thức nếu hai vế cùng dấu):  
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3.1.3. Các hằng bất đẳng thức và một số bất đẳng thức kinh điển:
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 Dấu bằng xảy ra khi 
[image: image34.wmf]0

a

³


*) 
[image: image35.wmf]abab

+£+

. Dấu bằng xảy ra khi 
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.  Dấu bằng xảy ra khi 
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.  Dấu bằng xảy ra khi 
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· Bất đẳng thức Cô si:
*) Cô si 2 số: Trung bình cộng hai số không âm không nhỏ hơn trung bình nhân của hai số đó. Với 
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       Dấu bằng của các bất đẳng thức trên xảy ra khi a = b

*) Cô si 3 số: Trung bình cộng ba số không âm không nhỏ hơn trung bình nhân 
của chúng. Với 
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      Dấu bằng của các bất đẳng thức trên xảy ra khi a = b = c

*) Cô si nhiều số: Với 
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[image: image60.wmf]12

n

aaa

===

L


· Bất đẳng thức Bunhiacopski: 
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Dấu bằng xảy ra khi 
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· Bất đẳng thức Chebysev:

Một vài dạng cơ bản của bất đẳng thức chebysev:
     a) Với a ≥ b ≥ c[image: image65.png]


 và  x ≥  y ≥ z[image: image66.png]


 ta có:
        +) (a+ b+ c)(x+ y+ z) ≥ 3(az+ by+ cx)[image: image67.png]



        +) 3(ax+ by+ cz) ≥ (a+ b+ c)(x+ y+ z)[image: image68.png]



     b) Với 
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Bất đẳng thức Beruoulli: Với mọi 
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Chú ý: Cần tích lũy thêm một số hằng bất đẳng thức khác để khi giải toán sử dụng chúng như những bổ đề.
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Dấu bằng xảy ra khi ad = bc 
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3.1.4. Các phương pháp chứng minh bất đẳng thức:

*) Phương pháp 1: Dùng định nghĩa 
Ví dụ 1: Chứng minh rằng: 
[image: image103.wmf](
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  với a , b > 0
Lời giải:
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[image: image109.wmf](

)

2

0

ab

-³


Vậy 
[image: image110.wmf](

)

(

)

3

33

4

abab

+³+

    với a, b > 0

Ví dụ 2: Chứng minh rằng: 
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Lời giải:

Xét hiệu hai vế: 
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Ví dụ 3: Chứng minh (m, n, p, q ta có :  m
[image: image118.wmf]2

+ n
[image: image119.wmf]2

+ p
[image: image120.wmf]2

+ q
[image: image121.wmf]2

+1( m(n+p+q+1)
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Dấu bằng xảy ra khi  
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Bình luận cho phương pháp 1:

· Để chứng minh bất đẳng thức, chẳng hạn A > B hay A < B ta xét hiệu của hai vế A - B hay B – A. 

[image: image517.wmf]Û


Đó là điều kiện tương đương như định nghĩa.

*) Phương pháp 2: Dùng các phép biến đổi tương đương

Ví dụ 1: Cho a > 0; b > 0; a + b =1. Chứng minh: 
[image: image129.wmf]11
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Lời giải:
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     ( Quy đồng làm phép cộng )
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  ( Nhân cả hai vế với số dương ab để khử mẫu)
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  ( Chuyển vế đổi dấu số hạng )
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 ( Thay 1 = a + b )
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Vậy 
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 với a > 0 ; b > 0 ; a + b =1

Ví dụ 2: Cho a + b > 1. Chứng minh rằng: 
[image: image138.wmf]44
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Lời giải:

Ta có : a +  b > 1 > 0. Bình phương hai vế không âm ta được:
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Cộng vế với vế của hai bất đẳng thức (1) và (2) ta được: 
[image: image141.wmf]22
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Bình phương hai vế không âm ta được:
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Ta lại có:                     
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     ( 4 )

Cộng vế với vế của hai bất đẳng thức (3) và (4) ta được: 
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  với   a + b > 1

Ví dụ 3: 

Cho a, b, c, d > 0. Chứng minh rằng:
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Lời giải:

Bình phương hai vế không âm : 

[image: image147.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

22

2222

222222222222

2222

222

abcdacbd

abcdabcdaaccbbdd

abcdacbd

æö

Û+++³+++

ç÷

èø

Û++++++³+++++

Û++³+


Tiếp tục bình phương hai vế không âm ta được:
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Bất đẳng thức 
[image: image149.wmf](

)

2

0

adbc

-³

 luôn đúng 

Vậy 
[image: image150.wmf](

)

(

)

22

2222

abcdacbd

+++³+++


Ví dụ 4: Cho 
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. Chứng minh rằng: 
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Lời giải:

Ta có: 
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Ta lại có:    
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Cộng vế với vế của hai bất đẳng thức cùng chiều (1) và (2) ta được:
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Vậy 
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Bình luận cho phương pháp 2:

· Trong phương pháp biến đổi tương đương ta sử dụng các tính chất của bất đẳng thức để biến đổi . 

· Ta biến đổi bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với bất đẳng 
· thức đúng hoặc bất đẳng thức đã được chứng minh là đúng (Nếu A< B
[image: image162.wmf]Û

C < D  với C < D là một bất đẳng thức hiển nhiên, hoặc đã biết là đúng thì  có bất đẳng thức A < B)
· Khi sử dụng phép biến đổi tương đương cần lưu ý đến các biến đổi tương đương có điều kiện.

Ví dụ:    +) 
[image: image163.wmf]22
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 với điều kiện a ; b > 0
              +) m > n 
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Cần chỉ rõ các điều kiện đó khi biến đổi tương đương.

      Ở ví dụ 3 ta đã vận dụng phương pháp 2: Sử dụng các phép biến đổi tương đương để chứng minh bất đẳng thức nhưng khi trình bày lời giải ta đã trình bày theo kiểu “Phân tích” nghĩa là ta phải xuất phát từ bất đẳng thức cần chứng minh biến đổi tương tương thành bất đẳng thức đã đúng.
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      Ở ví dụ 4 ta đã vận dụng phương pháp 2: Sử dụng các phép biến đổi tương đương để chứng minh bất đẳng thức nhưng khi trình bày lời giải ta đã trình bày theo kiểu “Tổng hợp” nghĩa là ta phải xuất phát từ bất đẳng thức đã biết biến đổi tương tương thành bất đẳng thức cần chứng minh.

   
*) Phương pháp 3:  Phương pháp phản chứng
Ví dụ 1: Cho 4 số a, b, c, d thỏa mãn điều kiện: ac 
[image: image167.wmf]³

 2.(b+d). Chứng minh  rằng có ít nhất một trong các bất đẳng thức sau là sai: 
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Lời giải:

Giả sử 2 bất đẳng thức: 
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Theo giả thiết ta có 4(b+d) 
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Vậy trong 2 bất đẳng thức 
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Lời giải:
Giả sử ngược lại: 
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Xét : 
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Ví dụ 3: Cho a + b = 2 . Chứng minh rằng: 
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Lời giải:

Đặt 
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Ta cần chứng minh 
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+) Theo giả thiết quy nạp 
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Vậy 
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Bình luận cho phương pháp 3:

· Khi chứng minh bất đẳng thức có khi ta sử dụng phương pháp chứng minh phản chứng .

· Cách chứng minh phản chứng:

B1: Giả sử kết luận là sai .

B2: Từ giả sử trên hoặc từ giả thiết của bài toán biến đổi tương đương đến một khẳng định trái với điều đã đúng hoặc trái với giả sử trên.

B3: Khẳng định lại điều giả sử trên không xảy ra và kết luận điều phải chứng minh là đúng.

· Giả sử ta phải chứng minh luận đề  “p 
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Muốn chứng minh 
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Giả sử không có 
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Như vậy để phủ định luận đề ta ghép tất cả giả thiết của luận đề với phủ định kết luận của nó .

      Ta thường dùng 5 hình thức chứng minh phản chứng sau :

        A - Dùng mệnh đề phản đảo : “P 
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 Q”

        B – Phủ định rôi suy trái giả thiết 

        C – Phủ định rồi suy trái với điều đúng 

        D – Phủ định rồi suy ra 2 điều trái ngược nhau
        E – Phủ định rồi suy ra kết luận :

*) Phương pháp 4:  Phương pháp quy nạp
Ví dụ 1: Chứng minh rằng :  
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Lời giải:

Với n =2 ta có 
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Thật vậy khi n =k+1 thì (1) 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image228.wmf]Û
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Vậy bất đẳng thức (1) được chứng minh

Ví dụ 2:  Cho   
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Lời giải:

Ta thấy BĐT (1)  đúng với n=1
Giả sử BĐT (1)  đúng với n=k   ta phải chứng minh BĐT  đúng với n=k+1

Thật vậy với n = k+1 ta có  (1) 
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     (+) Giả sử  a 
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      (+) Giả sử a < b và theo giả thiết -a < b 
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Vậy BĐT (3) luôn đúng ta có (đpcm)
Ví dụ 3: Cho 
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Lời giải:

+)  Với n = 1   (1)   trở thành:
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+) Giả sử (1) đúng với n = k tức ta có: 
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Ta phải chứng minh: 
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Thật vậy từ (2) 
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Ta chứng minh: 
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(6) luôn đúng vì 
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Bình luận cho phương pháp 4:

· Khi chứng minh bất đẳng thức nhiều bài toán mà cả hai vế đều phụ thuộc vào đối số tự nhiên n thì có thể dùng phương pháp quy nạp toán học.

· Cách chứng minh quy nạp:

      +) Chứng minh bất đẳng thức đúng với n = 1 hoặc n = n0 là giá trị tự nhiên 
bé nhất thừa nhận được của n.

+) Thừa nhận bất đẳng thức đúng với n = k  ( k > 1 hoặc k > n0 )rồi suy ra bất đẳng thức đúng với n = k +1
*) Phương pháp 5:  Phương pháp sử dụng các bất đẳng thức kinh điển hoặc sử dụng một số hằng bất đẳng thức đã biết để làm cơ sở (làm bổ đề ) trong khi chứng minh:

Ví dụ 1: Cho a; b; c > 0. Chứng minh rằng:
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Lời giải:

Cách 1: Sử dụng cô si:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image279.wmf](
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Vậy 
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  với a ; b ; c > 0

Cách 2: Dùng Bunhiacopski:
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 Vậy 
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  với a ; b ; c > 0

Ví dụ 2: Cho a; b ; c > 0 và a + b + c = 1. Chứng minh rằng: 

a) 
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Lời giải:

a) Cách 1: Áp dụng cô si với 1 và a+1 ta có: 


[image: image288.wmf](

)

11

1111

22

aa

aa

++

+=×+£=+



[image: image289.wmf](

)

11

1111

22

bb

bb

++

+=×+£=+



[image: image290.wmf](

)

11

1111

22

bb

bb

++

+=×+£=+



[image: image291.wmf](

)

11

1111

22

11133,5

2

cc

cc

abc

abc

++

+=×+£=+

++

Þ+++++£+=


Dấu bằng xảy ra khi a+1 = b+1 = c+1 = 1 
[image: image292.wmf]Þ

 a + b + c = 0 

trái với giả thiết a + b + c =1 nên dấu bằng sẽ không xảy ra

Vậy 
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 với a; b ; c > 0 và a + b + c = 1

Cách 2: Đặt  
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Áp dụng bất đẳng thức 
[image: image295.wmf](

)

(

)

2

222

3

xyzxyz

++£++

 ta có:


[image: image296.wmf](

)

(

)

+++++£+++++==<

Þ+++++<

2

11131113.41212,25

1113,5

abcabc

abc


Vậy 
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 với a; b ; c > 0 và a + b + c = 1

b) Áp dụng Bunhiacopski, ta có: 
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Vậy 
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 với a; b ; c > 0 và a + b + c = 1

Ví dụ 3: Chứng minh rằng: Với a, b, c, d > 0 ta có:
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Lời gải:

Áp dụng Bunhiakopski, ta có: 
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Từ (1) và (2) suy ra: 
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Bình luận cho phương pháp 5:

· Khi chứng minh bất đẳng thức nhiều khi không thể sử dụng được cách chứng minh theo định nghĩa hay biến đổi tương đương thông thường hay sử dụng quy nạp, phản chứng. Khi đó ta có thể nghĩ đến phương pháp chứng minh dựa vào bất đẳng thức kinh điển hay một số hằng bất đẳng thức khác để làm bổ đề cho việc chứng minh.

· Việc vận dụng bất đẳng thức nào để làm bổ đề còn tùy thuộc vào việc 
nhìn nhận từ đầu bài. 

*) Phương pháp 6:  Phương pháp làm trội, làm giảm:

Ví dụ 1: Chứng minh rằng: Với 
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Lời giải:
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a) Ta phải chứng minh 
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b) Ta phải chứng minh 
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Vậy 
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Ví dụ 2: Chứng minh rằng với 
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Lời giải:   Đặt 
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Ta có: 
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Đặt 
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Ta có công thức: 
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Ta có:  
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Ví dụ 3: Chứng minh rằng: Với 
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Vậy 
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Bình luận cho phương pháp 6:

· Khi chứng minh bất đẳng thức,  5 phương pháp đầu tiên có thể không sử 
dụng được, nhiều khi ta phải vận dụng phương pháp làm trội hay làm 
giảm để chứng minh bất đẳng thức.

· Khi làm trội một biểu thức có khi ta làm trội, làm giảm cả biểu thức, có khi ta phải chia biểu thức thành nhiều nhóm rồi làm trội trong từng nhóm.Việc làm trội hay làm giảm luôn hướng tới mục tiêu so sánh bắc cầu hay rút gọn được biểu thức mới rồi so sánh tiếp.

· Cần biết được sự tăng giảm khi làm trội, làm giảm biểu thức dạng đa thức, biểu thức dạng phân thức, biểu thức dạng căn thức...

       +)  Với phân thức có tử và mẫu dương:

- Phân thức đó càng tăng khi tăng tử, giữ nguyên hay giảm mẫu.

- Phân thức đó càng giảm khi tử giảm, giữ nguyên hay tăng mẫu.

       +) Với biểu thức chứa dấu căn :

           - Khi làm tăng giá trị của biểu thức trong dấu căn thì biểu thức chứa căn đó cũng tăng theo.

           - Khi làm giảm giá trị của biểu thức trong dấu căn nhưng vẫn không âm thì biểu thức chứa căn đó cũng giảm theo.

*) Phương pháp 7:  Phương pháp đồ thị và hình học: 
Ví dụ 1: Chứng minh rằng: với a, b, c, d > 0 ta có: 
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Lời giải:

Trên hệ trục tọa độ ta dựng các điểm:M(a;b); N(a+c;b+d)  như trên hình vẽ bên.
Dựa vào pitago ta có: 


[image: image344.wmf]22222

OMabOMab

=+Þ=+

;

[image: image345.wmf]22222

MNcdMNcd

=+Þ=+



[image: image346.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=+++

Þ=+++

22

2

22

ONacbd

ONacbd


Ta có: OM + MN 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  O, M, N
 thẳng hàng. Khi đó 
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 với a, b, c, d > 0 

Ví dụ 2: Chứng minh rằng: Với a, b, c, d > 0 ta có:
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Lời giải:
Dựng tứ giác ABCD có AC
[image: image352.wmf]^
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 như hình vẽ bên.
Áp dụng Pitago để tính cạnh huyền ta có:
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Ta sẽ chứng minh: 
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Suy ra : 
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Suy ra: 
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Vậy 
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(với a,b,c,d > 0)

Chú ý: Trong tứ giác có hai đường chéo vuông góc, tổng của tích hai cạnh liên tiếp này với hai cạnh liên tiếp còn lại không nhỏ hơn tích hai đường chéo.
Bình luận cho phương pháp 7:

· Khi chứng minh bất đẳng thức nhiều khi không vận dụng được các phương pháp đại số hoặc vận dụng được nhưng lời giải phức tạp, song bên cạnh đó ta có thể vận dụng phương pháp đồ thị và hình học để chứng minh làm cho bài toán trở nên đơn giản hơn. 

*) Phương pháp 8:  Phương pháp tam thức bậc hai:

· Định lí về dấu của tam thức bậc hai:

Cho tam thức bậc hai 
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Trong trường hợp này ta có bảng xét dấu của 
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Trong khoảng hai nghiệm 
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 luôn trái dấu với hệ số a, ngoài khoảng hai nghiệm 
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 luôn cùng dấu với hệ số a.
Cách nhớ: “ Trong trái – Ngoài cùng ”
Ví dụ 1: Chứng minh rằng  
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Lời giải:
Ta có  (1) 
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Ví dụ 2: Chứng minh rằng: 
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Lời giải:

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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Ta có  
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Vì a = 
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Ví dụ 3: Cho 
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Lời giải:
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Phương trình  (2) là một phương trình bậc hai với 
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Ta có: 
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Để phương trình (2) có nghiệm 
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 ta phải có: 
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Vì vai trò của 
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 và y trong đẳng thức (1) như nhau nên ta cũng có: 
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Bình luận cho phương pháp 8:

· Khi chứng minh bất đẳng thức ta có thể vận dụng việc xét dấu của tam thức bậc hai hoặc vận dụng điều kiện để phương trình bậc hai có nghiệm.
*) Phương pháp 9:  Phương pháp đặt biến phụ:
Ví dụ 1: Chứng minh rằng: 
[image: image413.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

12341

xxxx

----³-


Lời giải:
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Ví  dụ 2: Cho a,b,c > 0  Chứng minh rằng 
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Lời giải:

Đặt x=b+c ; y=c+a  ;z= a+b  ta có a=
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Ta có (1) 
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng vì (
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Suy ra điều phải chứng minh

Ví dụ 3: Cho a,b,c > 0  và a+b+c <1. Chứng minh rằng :
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Lời giải:

Đặt x = 
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 Với x+y+z < 1  và x, y, z > 0

Theo bất đẳng thức Côsi ta có: 
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Bình luận cho phương pháp 9:
· Khi chứng minh bất đẳng nhiều khi ta sử dụng phương pháp đặt biến phụ để đưa về bài toán chứng minh đơn giản hơn.

· Nhiều khi không thực hiện được việc đặt biến phụ ngay mà phải trải qua một số thao tác biến đổi song mới đặt được biến phụ. 

· Việc chọn lựa biến phụ như thế nào cũng quan trọng, ta thường đạt biểu thức chứa căn làm biến phụ hoặc một biểu thức chứa biến có sự lặp lại làm biến phụ để trở về bất tam thức hay bất đơn giản hơn. 

· Khi đặt biến phụ ta phải xét điều kiện cho biến mới trên cơ sở biểu thức 
đã đặt và trên cơ sở điều kiện của biến cũ.
*) Phương pháp 10:  Phương pháp sắp thứ tự các biến:
Ví dụ 1: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. 

Chứng minh rằng: 
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Lời giải:

Giả sử 
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Ta có: 
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Cộng từng vế ta được: 
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  (với a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác)

Bình luận cho phương pháp 10:

· Khi chứng minh bất đẳng thức mà các biến có vai trò như nhau, ta có thể sắp thứ tự các biến.

· Việc sắp thứ tự cho các biến sẽ giúp cho việc chứng minh bất đẳng thức trở nên đơn giản hơn nhờ có thêm điều kiện sắp thứ tự.
*) Phương pháp 11:  Xét từng khoảng giá trị của biến để chứng minh
Ví dụ 1: Chứng minh rằng 
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Bình luận cho phương pháp 11:

· Khi chứng minh bất đẳng thức, trong nhiều trường hợp ta có thể xét từng khoảng giá trị của biến để bài toán chứng minh bất đẳng thức trở nên đơn giản hơn.

3.2. Một số bài tập áp dụng theo từng phương pháp chứng minh:

· Bài tập vận dụng được cách chứng minh theo định nghĩa: ( PP1 )

Bài 1: Chứng minh rằng: 
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Bài 2: Chứng minh rằng: 
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Bài 3: Chứng minh rằng: 
[image: image465.wmf](

)

(

)

(

)

883355

2

ababab

+³++


· Bài tập vận dụng chứng minh theo cách biến đổi tương đương: (PP2)

Bài 4: Chứng minh rằng: 

a) 
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Bài 5: Chứng minh rằng: 

a) 
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Bài 6: Chứng minh rằng: 

a) 
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Bài 7: Chứng minh rằng: 
[image: image472.wmf](

)

2

28

ab

ab

ab

b

-

+

-<

  với a > b > 0

· Bài tập vận dụng chứng minh bằng phản chứng:  ( PP3 )

Bài 8: Cho ba số a, b, c khác nhau đôi một. Chứng minh rằng tồn tại một trong các số 9ab, 9bc, 9ca nhỏ hơn 
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Bài 9: Chứng minh rằng không có ba số dương a, b, c thỏa mãn cả ba bất đẳng thức. 
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Bài 10: Chứng minh rằng không có các số a, b, c nào thỏa mãn cả ba bất đẳng thức.
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Bài 11: Chứng minh rằng không có ba số dương a, b, c thỏa mãn cả ba bất đẳng thức.
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· Bài tập vận dụng chứng minh bằng quy nap: ( PP4 )

Bài 12: Chứng minh rằng: Với mọi số nguyên dương n ta có:
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Bài 13: Cho 
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Chứng minh rằng: 
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Bài 14: Cho 
[image: image482.wmf]N

Î

£

n

1

, 
[image: image483.wmf]n

i

R

b

a

i

i

,...,

2

,

1

,

,

=

Î

. Chứng minh rằng: 
[image: image484.wmf])

)(

(

)

(

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

2

2

1

1

n

n

n

n

b

b

b

a

a

a

b

a

b

a

b

a

+

+

+

+

+

+

£

+

+

+

K

K

K


Bài 15: Cho 
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· Bài tập vận dụng bất đẳng thức kinh điển hoặc hằng bất đẳng thức khác để làm bổ đề: ( PP5 )

Bài 16: Chứng minh rằng với a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác thì ta có: 
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Bài 17: Cho các số dương a, b, c. Chứng minh rằng: 
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Bài 18: Chứng minh rằng: 
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Bài 19: Chứng minh rằng: 
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· Bài tập vận dụng chứng minh theo cách làm trội, làm giảm: ( PP6 )

Bài 20: Chứng minh rằng: Với mọi số tự nhiên 
[image: image493.wmf]2

n

³

 ta có:


[image: image494.wmf]11111

2

1234

nn

n

<+++++<

L


Bài 21: Chứng minh rằng: 
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Bài 22: Chứng minh rằng: 
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Bài 23: Cho 
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·  Bài tập vận dụng chứng minh theo phương pháp đồ thị và hình học:
      (PP7) 

Bài 24: Chứng minh rằng: 
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 với các số dương a, b, c

Bài 25: Chứng minh rằng : 
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·  Bài tập vận dụng chứng minh theo phương pháp tam thức bậc hai: (PP8)

Bài 22: Chứng minh rằng:
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·  Bài tập vận dụng chứng minh theo phương pháp đặt biến phụ: ( PP9 )

Bài 26: Chứng minh rằng:
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Bài 27: Chứng minh rằng: 
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Bài 28: Chứng minh rằng với a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác

Ta có: 
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·  Bài tập vận dụng chứng minh theo phương pháp sắp thứ tự biến: (PP10)

Bài 29: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác.Chứng minh rằng:

a) 
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Bài 30: Cho a,b,c là chiều dài ba cạnh của tam giác. Chứng minh rằng:  
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Bài 31: Cho a,b,c là chiều dài ba cạnh của tam giác có chu vi bằng 2. Chứng minh rằng: 
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· Bài tập vận dụng chứng minh theo phương pháp chia khoảng: ( PP11 )

Bài 32: Chứng minh rằng:

a) 
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3.3. Bài tập tổng hợp về bất đẳng thức:  (Yêu cầu HS tự lựa chọn phương pháp chứng minh ). Chứng minh các bất đẳng thức sau:
Bài 1: Cho a, b, c, d  > 0. Chứng minh rằng:  

a)  1 <  eq \f(a,a + b) + \f(b,b + c) + \f(c,c + a) < 2   

b)  2 <  eq \f(a + b,a + b + c) + \f(b + c,b + c + d) + \f(c + d,c + d + a) + \f(d + a,d + a + b) < 3

Bài 2: Chứng minh rằng: ( a, b, c

a)  a4 + b4 + c2 + 1 ≥ 2a(ab2 – a + c + 1) 

b) (a + b + c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2)

Bài 3: Cho 0 < a ( b ( c. Chứng minh rằng:b( eq \f(1,a) + \f(1,c) ) +  eq \f(1,b) (a + c) ( ( eq \f(1,a) + \f(1,c) )(a + c)

Bài 4: Cho  a + b + c ( 0. Chứng minh rằng:  eq \f(a3 + b3 + c3 – 3abc,a + b + c)  ≥ 0

Bài 5: Cho ba số dương a, b, c. Chứng minh rằng:

 eq \f(1,a3 + b3 + abc)  +  eq \f(1,b3 + c3 + abc)  +  eq \f(1,c3 + a3 + abc)  (  eq \f(1,abc) 
Bài 6: Cho a.b ≥ 1. Chứng minh rằng:    eq \f(1,1 + a2) + \f(1,1 + b2)  ≥  eq \f(2,1 + ab) 
Bài 7: Cho a ≥ 1, b ≥ . Chứng minh rằng:   eq \f(1,1 + a3) + \f(1,1 + b3) + \f(1,1 + c3)  ≥  eq \f(3,1 + abc) 
Bài 8: ( a, b, c, d . Chứng minh rằng:

1 <  eq \f(a,a + b + c) + \f(b,a + b + d) + \f(c,b + c + d) + \f(d,a + c + d)  <  2

Bài 9: Cho a, b, c là độ dài các cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng:

a) a(b – c)2 + b(c – a)2 + c(a – b)2 > a3 + b3 + c3 

b) a3(b2 – c2) + b3(c2 – a2) + c3(a2 – b2) < 0

Bài 10: Cho hai số a, b thoả  a + b ≥ 2. Chứng minh rằng: a4 + b4 ≥ a3 + b3 

Bài 11:  Chứng minh rằng:   eq \f(1,1.2)  +  eq \f(1,2.3)  +  eq \f(1,3.4) + …+  eq \f(1,n(n + 1))  < 1   ( n ( N

Bài 12:  Chứng minh rằng:  eq \f(1,2!)  +  eq \f(2,3!)  +  eq \f(3,4!)  + …+  eq \f(n – 1,n!)  <  1    ( n ( N n ≥ 2

Bài 13: Cho ba số dương a, b, c thoả mãn:  ab + bc + ca = 1 . 

Chứng minh rằng:
 eq \r(3) (  a + b + c  (   eq \f(1,abc)  

Bài 14: Cho a > 0. Chứng minh rằng:  (1 + a)2 eq \b\bc(\f(1,a2) + \f(2,a) + 1) ≥ 16

Bài 15: Cho hai số a ≥ 1, b ≥ 1. Chứng minh rằng: a eq \r(b – 1 )  + b eq \r(a – 1 )  (  ab  

Bài 16: Cho  3 số a, b, c không âm. Chứng minh rằng:

a) (a + b + c)( eq \f(1,a) + \f(1,b) + \f(1,c) ) ≥ 9      

b) (a + b + c)( eq \f(1,a + b) + \f(1,b + c) + \f(1,c + a) ) ≥  eq \f(9,2) 
Bài 17: Cho 4 số dương a, b, c, d . Chứng minh rằng:

a)   a2 + b2 + c2 + d2 ≥ (a + b)(c + d)

b) (abc + 1)(  eq \f(1,a)  +  eq \f(1,b)  +  eq \f(1,c) )( eq \f(a,c)  +  eq \f(c,b)  +  eq \f(b,a) ) ≥ a + b + c + 6

Bài 18: Cho hai số dương a và b. Chứng minh rằng:   

(1 +  eq \f(a,b) )n + (1 +  eq \f(b,a) )n ≥ 2n+1   n ( N

Bài 19: Cho  a > b  và ab = 1. Chứng minh rằng:  eq \f(a2 + b2,a – b)  ≥ 2 eq \r(2) 
Bài 20:  Chứng minh rằng: –  eq \f(1,2)  (   eq \f((a + b)(1 – ab),(1 + a2)(1 + b2))  (  eq \f(1,2) 
Bài 21: Cho a, b, c > 0 và a + b + c = 1. Chứng minh rằng:

a)   ( eq 1 + \f(1,a) )( eq 1+ \f(1,b) )( eq 1+ \f(1,c) ) ≥ 64     b) (a + b)(b + c)(c + a)abc (  eq \f(8,729) 
Bài 22: Cho 4 số a, b, c, d  > 0 thoả mãn  eq \f(1,1 + a) +  eq \f(1,1 + b) +  eq \f(1,1 + c) +  eq \f(1,1 + d)  ≥ 3

Chứng minh rằng: abcd (  eq \f(1,81) 
Bài 23: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác ,chứng minh rằng:

a)   abc ≥ (a + b – c)(b + c – a)(c + a – b)

b)    eq \f(1,p – a) + \f(1,p – b) + \f(1,p – c)  ≥ 2(  eq \f(1,a) + \f(1,b) + \f(1,c) )

Bài 24: Cho 3 số x, y, z thoả mãn: x2 + y2 + z2 = 1. Chứng minh rằng:

      – 1 ≤ x + y + z + xy + yz + zx ≤ 1 + eq \r(3)
Bài 25: Chứng minh rằng 1.3.5….(2n – 1) <  nn 

Bài 26: Cho ba số không âm a, b, c . Chứng minh rằng:


a + b + c ≥ 
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Bài 27: Cho 2n số dương a1, a2,…., an và  b1, b2, …., bn. Chứng minh rằng:  eq \r(n,a1.a2....an ) + \r(n,b1.b2....bn )    (    eq \r(n,(a1 + b1)(a2 + b2)….(an + bn) )  

Bài 28: Chứng minh rằng:  eq \f(\r(4,(a + 1)(b + 4)(c – 2)(d – 3)),a + b + c + d)  ≤  eq \f(1,4)  

             ( a ≥ – 1  , b ≥ – 4 , c ≥ 2 ,d > 3

Bài 29: (  n ( N .Chứng minh rằng:

a) 1.  eq \f(1,22) .  eq \f(1,33). \f(1,44)…..\f(1,nn) < 
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Bài 30: Cho m, n ( N; m > n. Chứng minh rằng: ( 1 +  eq \f(1,m) )m > ( 1 +  eq \f(1,n) )n
Bài 31: Cho x1,x2,…xn > 0 và  x1 + x2 + ….+ xn = 1. Chứng minh rằng:

                  ( eq 1 + \f(1,x1) )( eq 1+ \f(1,x2) )…( eq 1+ \f(1,xn) ) ≥ (n + 1)n

Bài 32: Cho 3 số a, b, c > 0. Chứng minh rằng:

 

 eq \f(2\r(a ),a3 + b2)  +  eq \f(2\r(b ),b3 + c2)  +  eq \f(2\r(c ),c3 + a2)  (   eq \f(1,a2) + \f(1,b2) + \f(1,c2) 
Bài 33: Cho a, b, c >  0. Chứng minh rằng:

a) (a + b + c)(a2 + b2 + c2) ≥ 9abc    

b)  eq \f(a2,b + c) + \f(b2,c + a) + \f(c2,a + b) ≥  eq \f(a + b + c,2)  ≥  eq \f(ab,a + b) + \f(bc,b + c) + \f(ca,c + a) 
Bài 34: Cho ba số a, b, c tuỳ ý. Chứng minh rằng: 

a2(1 + b2) + b2(1 + c2) + c2(1 +ab2) ≥ 6abc

Bài 35: Cho 3 số a, b, c thoả a + b + c ≤ 1. Chứng minh rằng:

a)  eq \f(1,a) + eq \f(1,b) + eq \f(1,c) ≥ 9            b) eq \f(1,a2 + 2bc) + eq \f(1,b2 + 2ac) + eq \f(1,c2 + 2ab) ≥ 9 

Bài 36: Cho a, b, c > 0 thoả a + b + c ( k. Chứng minh rằng:


 eq (1 + \f(1,a) ) eq (1 + \f(1,b) )

 eq (1 + \f(1,c) ) ≥  eq (1 + \f(3,k) )3

Bài 37: Cho ba số a, b, c ( 0. Chứng minh rằng:   eq \f(a2,b2) + \f(b2,c2) + \f(c2,a2)  ≥  eq \f(a,b) + \f(b,c) + \f(c,a) 
Bài 38: Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng:   

a)   ha + hb + hc ≥ 9r               b)   eq \x\le\ri(\f(a – b,a + b) + \f(b – c,b + c) + \f(c – a,c + a))  <  eq \f(1,8) 
Bài 39: Cho 4 số a, b, c, d thoả mãn: b < c < d . Chứng minh rằng:

                     (a + b + c + d)2 > 8(ac + bd)

Bài 40: Cho  ax + by ≥  eq \r(xy ) ,( x,y > 0. 

Bài 41: Cho a3 > 36  và abc = 1. Xét tam thức f(x) = x2 – ax – 3bc +  eq \f(a2,3)  

a) Chứng minh rằng:  f(x) > 0   (x

b) Chứng minh rằng:   eq \f(a2,3)  + b2 + c2 > ab + bc + ca
4. Kết quả thu được sau khi áp dụng sáng kiến.
       Từ nhận thức của bản thân trên cơ sở thực tiễn chọn đề tài và các biện pháp triển khai đề tài, qua khảo sát thực tế việc tiếp thu của học sinh, tôi thấy đã đạt được một số kết quả cụ thể như sau:

    Với việc trình bày các phương pháp chứng minh bất đẳng thức, cùng với các 
ví dụ minh họa ngay sau đó, sẽ giúp tăng cường bài giảng cho các thầy cô giáo, giúp các em học sinh dễ hiểu và biết cách trình bày bài, học sinh  biết vận dụng thành thạo các phương pháp đã học để  làm cơ sở cho các bài tập khác về chứng minh bất đẳng thức.

       Luyện tập cho học sinh thói quen suy nghĩ, quan sát, lập luận để học sinh phát huy trí thông minh, óc sáng tạo, khả năng phân tích, tổng hợp, tư duy độc lập và thông qua việc thảo luận, tranh luận mà học sinh phát triển khả năng nói 
lưu loát, biết lí luận chặt chẽ khi giải toán.

       Học sinh biết vận dụng các kiến thức đơn lẻ để giải các bài toán tổng hợp nhiều kiến thức.

       Ngoài ra có rất nhiều  bài toán được giải nhiều cách khác nhau sẽ giúp các em học sinh trở nên linh hoạt trong việc lựa chọn phương pháp giải.

       Học sinh có hứng thú, đam mê tự giải toán và chính các em đó tự đem lại niềm say mê giải toán nói riêng và học toán nói chung cho bản thân mình, đặc biệt có nhiều em đã tự đặt ra cho mình những bài toán tương tự, những bài toán mới rồi cùng các bạn trao đổi, đặc biệt nhiều em sưu tầm sáng tạo nhiều bài toán gắn liền với hình học.

       Với phong cách trình bày như vậy, đề tài này đã mang lại nhiều hữu ích 
cho chính cá nhân tôi khi dạy học sinh giỏi cũng, khi ôn thi học sinh vào cấp 3 và cũng giúp các em khá giỏi có thêm nhiều kiến thức, không chỉ là việc chứng minh bất đẳng thức mà còn giúp cho các em vận dụng tốt vào các bài toán cực trị và giải phương trình, hệ phương trình, tạo ra một hệ thống chặt chẽ liên kết giữa các dạng bài tập.

        Học kỳ 2 của năm học: 2014- 2015 tôi đã tiến hành áp dụng chuyên đề :

“ Phương pháp chứng minh bất đẳng thức” vào giảng dạy đối với 2 lớp 9A và 9B. Nhằm kiểm chứng kết quả, cuối học kỳ 2 tôi đã cho học sinh làm bài kiểm tra về nội dung này và được kết quả cụ thể như sau :
	LỚP
	SĨ SỐ
	GIỎI
	KHÁ
	TRUNG BÌNH
	YẾU

	
	
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%

	9A
	30
	10
	33,3
	14
	46,7
	5
	16,7
	1
	3,3

	9B
	33
	7
	21,2
	12
	36,3
	9
	27,3
	5
	15,2


      Kết quả trên muốn nói với chúng ta rằng áp dụng đề tài đã có kết quả tốt.

5. Khả năng áp dụng của sáng kiến: 
       Sáng kiến này áp dụng đối với học sinh THCS chủ yếu là học sinh khá, giỏi khối 8, 9 trong các giờ luyện tập, ôn tập cuối kì, cuối năm , đặc biệt là bồi dưỡng học sinh giỏi và ôn thi học sinh vào cấp 3.
Đề tài như một tài liệu tham khảo cho đội ngũ giáo viên và học sinh trong trường THCS.

6. Hiệu quả của sáng kiến

 Trong quá trình áp dụng sáng kiến vào thực tiễn giảng dạy tôi nhận thấy:
      Học sinh được rèn luyện kỹ năng tách, thêm bớt, biến đổi, kỹ năng lập luận, 
trình bày .

      Khi gặp các bài toán về chứng minh bất đẳng thức học sinh không còn lúng túng nữa, mà biết tìm cho mình phương pháp phù hợp để giải, từ đó học sinh quen dần với những bài chứng minh bất đẳng thức khó hơn làm tiền đề cho sự phát triển tư duy toán học

      Chứng minh bất đẳng thức là một dạng toán hay và khó, để dạy học cho học sinh hiểu và vận dụng tốt phương pháp chứng minh bất đẳng thức thì bản thân mỗi giáo viên phải tích cực tự học, tự nghiên cứu, tìm tòi sáng tạo thường xuyên bổ xung kiến thức, hiểu và nắm vững các phương pháp chứng minh bất 
đẳng thức                                

       Ng​ười thầy cần phát huy được tính chủ động tích cực và sáng tạo của học sinh, từ đó các em có nhìn nhận bao quát, toàn diện và định h​ướng giải toán đúng đắn. 

PHẦN III: KẾT LUẬN

1. Kết quả mà sáng kiến mang lại

        Qua triển khai và đánh giá học sinh về chuyên đề:  “ Phương pháp chứng minh bất đẳng thức ” tôi nhận thấy:
        Chuyên đề này đã giúp học sinh hình thành lên cách giải các bài toán chứng minh bất đẳng thức, từ đó học sinh giải quyết được các bài toán tương tự một cách dễ dàng. Học sinh có kỹ năng biến đổi một biểu thức, củng cố thêm các phép biến đổi tương đương bất đẳng thức và bất phương trình, tránh được sự biến đổi không tương đương.

Đối với các bài toán bất đẳng thức có điều kiện học sinh biết khai thác giả thiết ban đầu để làm xuất hiện các bất đẳng thức hay đẳng thức phục vụ cho chứng minh.

Đối với các bài toán bất đẳng thức không chặt học sinh biết chỉ ra điều kiện xảy ra dấu bằng từ đó vận dụng tốt trong toán giải phương trình và toán cực trị.

Chuyên đề này giúp học sinh nâng cao tư duy sáng tạo, lòng say mê với toán học , giúp học sinh có thói quen nghiên cứu tìm tòi để đạt kết quả cao trong học tập.   

Qua chuyên đề này cũng giúp bản thân tôi nâng cao thêm kinh nghiệm trong dạy học, tạo điều kiện để được trao đổi, học hỏi những kinh nghiệm khác của đồng nghiệp.

2. Khuyến nghị và đề xuất với các cấp quản lý về các vấn đề có liên quan đến áp dụng và phổ biến sáng kiến.

         Trong thực tế giảng dạy, để  thực hiện tốt chuyên đề: “Phương pháp chứng minh bất đẳng thức” tôi mạnh dạn có một số đề xuất, kiến nghị sau:
Đối với giáo viên:

        Phải là người có một cái nhìn tổng quát về môn toán trong bậc học của 
mình, cập nhật thường xuyên những thuật toán, lên được kế hoạch giảng dạy 
một cách chi tiết, chuẩn mực, phải tích cực tự học, tự nghiên cứu, tìm tòi sáng 
tạo, thường xuyên bổ sung kiến thức và tích luỹ kinh nghiệm về vấn đề này. 
        Phải hiểu và nắm vững các phương pháp chứng minh bất đẳng thức.

        Cần có thời gian để triển khai tới học sinh khá, giỏi ngay từ lớp 8.
        Cần hệ thống, phân loại bài tập thành từng dạng, xây dựng từ  kiến thức cũ đến kiến thức mới, từ cụ thể đến tổng quát, từ dễ đến khó và phức tạp, phù hợp với từng đối tượng học sinh.
        Cần phát huy tính chủ động tích cực và sáng tạo của học sinh, đặc biệt là phải kích thích được các em say sưa học tập, tự giác học tập, từ đó các em có  nhìn nhận bao quát, toàn diện và định h​ướng giải toán đúng đắn phát huy được những tố chất tốt nhất của mình.

Đối với học sinh: Đòi hỏi các em phải có một sự nỗ lực rất lớn. Một sự quyết tâm học tập hết khả năng của bản thân mình.

Đối với Ban giám hiệu: Cần quan tâm tạo điều kiện tốt nhất về cơ sở vật chất trang thiết bị, tài liệu tham khảo, đặc biệt là phòng  máy để giáo viên có điều kiện ứng dụng công nghệ thông tin, trình chiếu những cách giải hay, những cách giải khác nhau, giúp học sinh có thể cập nhật được nội dung kiến thức một cách phong phú, đa dạng để công việc học tập của học sinh đạt được hiệu quả cao

Đối với Phòng giáo dục: Nên tổ chức thường xuyên các lớp chuyên đề, các cuộc hội thảo chuyên đề để giáo viên các trừờng có thể trao đổi, bàn luận nhất là vấn đề bồi dưỡng học sinh giỏi để giáo viên có điều kiện học hỏi, nâng cao trình độ chuyên môn nghiệp vụ, góp phần nâng cao chất lượng giáo dục.

        Trên đây là bản sáng kiến kinh nghiệm: “ Phương pháp chứng minh bất đẳng thức ” mà tôi đã tìm hiểu, nghiên cứu, chọn ra một số ví dụ, bài tập minh họa chắc chắn chuyên đề không tránh khỏi những sơ suất. Chính vì vậy, tôi rất mong có sự đóng góp, bổ sung của đồng nghiệp để chuyên đề hoàn thiện và 
việc áp dụng sáng kiến vào thực tế giảng dạy có hiệu quả hơn.

Tôi xin chân thành cám ơn!
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